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АННОТАЦИЯ
Представлены результаты анализа проблем и перспектив использования теории фрактального рынка в целях ма-
тематического прогнозирования ценовой динамики активов в рамках реализации стратегии управления финансо-
выми рисками. Цель статьи —  раскрытие особенностей стоимости банковских активов и разработка рекомендаций, 
направленных на оценку финансовых рисков на базе использования математических методов прогнозирования 
экономических процессов. Использованы теоретические и эмпирические методы исследования. Раскрыты особен-
ности математического моделирования экономических процессов, связанных с ценообразованием активов в усло-
виях волатильного рынка. Доказано, что использование финансовой математики в банковской практике способст-
вует формированию условий стабильного развития экономики. Методы математического моделирования ценовой 
динамики финансовых активов строятся на содержательной гипотезе и подкрепляются использованием адекватно-
го аппарата фрактальных парных моделей ценообразования в целях раскрытия особенностей рыночных отношений 
субъектов хозяйствования. По мнению авторов, использование прогнозных моделей в целях минимизации финансо-
вых рисков производных финансовых инструментов имеет хорошие перспективы. Сделан вывод, что использование 
рассматриваемых методик способствует управлению финансовыми рисками и улучшению прогнозов, в том числе 
операций с  деривативами. Кроме того, параметры фрактальной волатильности, исследуемые в  работе, показали 
предсказательную силу относительно экстремальных явлений на финансовых рынках, таких как крах американского 
инвестиционного банка LehmanBrothers в 2008 г. Актуальность статьи обусловлена тем, что благоприятный инве-
стиционный климат и использование современных методов финансирования во многом зависят от эффективного 
управления финансовыми рисками.
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AbSTRACT
The article presents the analysis findings of the problems and prospects of using the fractal markets theory to 
mathematically predict the price dynamics of assets as part of a financial risk management strategy. The aim of the 
article is to find out the features of value of bank assets and to develop recommendations for assessing financial risks 
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ВВЕДЕНИЕ
Мировой опыт показал, что традиционный под-
ход к исследованию ценовой динамики активов 
основан на выявлении закономерностей экономи-
ческого характера и математическом моделирова-
нии проявления таких закономерностей в целях 
управления финансовыми рисками. Так, напри-
мер, классическая модель Блэка-Шоулза-Мертона 
связана с гипотезой эффективного рынка (EMH), 
которая предполагает, что цена актива обусловлена 
множественными случайными факторами. В свою 
очередь, математическая модель ценовой дина-
мики активов способствует раскрытию ее особен-
ностей. Использование такой модели на практике 
позволяет минимизировать финансовые риски 
и обеспечивает безопасность банковской деятель-
ности в условиях волатильного рынка.
Важно отметить, что финансовая математика за 
последнее столетие доказала, что математическая 
модель, чтобы оказаться жизнеспособной, должна 
строиться на содержательной гипотезе и подкре-
пляться адекватным математическим аппаратом. 
Модели, не содержащие обеих этих компонент, «не-
парные» модели, оказываются нежизнеспособными.
Так, например, математический аппарат, исполь-
зованный Башелье в 1900 г. в его модели ценовой 
динамики, опередил свое время, и модель Башелье 
оставалась невостребованной более 60 лет. После 
разработки гипотезы эффективного рынка модель 
Башелье послужила основой для построения совре-
менных моделей ценообразования.
В некотором смысле обратный пример дает те-
ория фрактального рынка, которая возникла од-
новременно с гипотезой эффективного рынка [1]. 
Но математический аппарат этой теории (модель, 
основанная на фрактальном броуновском движе-
нии) «не поспевал» за содержательной концепцией 
[2]. Отсутствие адекватной математической модели 
фрактальной ценовой динамики на момент форми-
рования гипотезы фрактального рынка помешало 
формированию полноценной теории.
Попытки пересмотра классической теории обу-
словлены особенностями развития рыночных от-
ношений и наблюдаемой волатильностью ценовой 
динамики активов под влиянием стилизованных 
факторов участников рынка [3], а именно:
•  избыточной волатильностью доходности ак-
тивов, которая не поддается оценке традиционны-
ми методами экономических процессов;
•  появлением «тяжелых хвостов» распределе-
ний, указывающих на асимметрию рынка, способ-
ствующего росту рисков и вероятности возникно-
вения экстремальных событий;
•  автокорреляция доходности активов, при ко-
торой однородные активы могут демонстрировать 
отсутствие зависимости приращений доходности 
и наличие значимой долговременной памяти эко-
номических процессов, способных найти проявле-
ние в однородных процессах рыночных отношений;
•  кластеризация волатильности, в рамках кото-
рой за скачками доходности следуют значимые для 
рынка и ценовой динамики активов скачки проти-
воположной направленности, способствующие ве-
роятности значительных убытков;
•  связь торгового объема активов и волатиль-
ности рынка, при которой наблюдается не только 
положительная корреляция торгового объема и во-
латильности, но и сходный тип долговременной 
памяти.
Изучение этих явлений началось в 80-х гг. ХХ в. [4]. 
Однако математическое моделирование отдельных 
стилизованных фактов впервые проведено исследо-
вателями в начале ХХI в. [5–7]. В настоящее время 
представители различных научных школ показали, 
что особенности развития рынка напрямую связаны 
с оценкой рисков и необходимостью использова-
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ния прогнозных математических моделей в целях 
адекватных решений управления активами, направ-
ленных на стабильное проявление экономических 
процессов. Важно отметить, что универсальная ма-
тематическая модель ценовой динамики рыночных 
активов пока не найдена. Например, исследования, 
проведенные в рамках Европейского центрального 
банка в 2014 г. на базе анализа данных развитых 
экономик стран Евросоюза, направлены на поиск 
теоретической модели, объясняющей наблюдаемые 
явления рыночных отношений [8]. В свою очередь, 
использовать рассматриваемый подход в целях про-
гнозирования процессов развивающихся рынков не 
представляется возможным. Кроме того, исследова-
ние ценовой динамики криптовалют, проведенное 
представителями Европейской математической 
школы в 2017 г., показало особенности прогнозирова-
ния использования активов в киберпространстве [9].
В этой связи интересно наблюдение, сделанное 
в 2019 г. в сфере стохастической финансовой ма-
тематики [10]. Анализируя стилизованные факты 
экономического развития на большом статисти-
ческом материале, авторы пришли к выводу, что 
развивающиеся рынки ведут себя подобно рынкам, 
на которых реализуются разнообразные полити-
ческие прогнозы, что подтверждает роль общей 
и специализированной информации в банковском 
деле. Попытка связать стилизованные факты ры-
ночных явлений с поведенческими особенностями 
экономических агентов делается с использованием 
многоагентных моделей, в том числе с участием 
искусственного интеллекта, в которых участники 
рыночных отношений реализуют относительно ра-
циональную стратегию управления активами, на-
правленную на поддержание прибыли и управление 
рисками [11–13]. Впрочем, критические замечания 
в отношении многоагентных моделей прогнози-
рования, прежде всего в условиях развивающихся 
рынков, остаются справедливыми [14].
Важно отметить, что в сложных моделях прогно-
зирования высоковолатильного нетрадиционного 
рынка перспективным является использование 
«нестандартных» моделей. Так, основная теорема 
ценообразования динамики активов доказана для 
рынков, относительно которых применение ма-
тематического моделирования не представлялось 
возможным [15].
В 2018 г. представители научной школы Универ-
ситета Иерусалима ввели понятие полно-неполного 
рынка и предприняли попытку математического 
прогнозирования стратегии хеджирования активов 
[16]. В связи с этим важно отметить, что в целях 
расчета ценовой динамики активов и управления 
финансовыми рисками необходимо использовать 
всестороннюю информацию о реальных ценах и вир-
туальных производных финансовых инструментов.
Многообразие методов и моделей, используемых 
в современной финансовой математике, показы-
вает, что объединяющая концепция, обобщающая 
классическую и объясняющая стилизованные факты 
рыночных отношений, в современной науке не пред-
ставлена. Наиболее системное и последовательное 
объяснение стилизованные факты экономическо-
го развития получают в рамках концепции фрак-
тального рынка, которая предполагает зависимость 
прогнозного значения ценовой динамики активов 
от истории развития рынка. Настоящая статья по-
священа анализу этой концепции.
МОДЕЛИ, ОСНОВАННЫЕ 
НА САМОПОДОБНЫХ ПРОЦЕССАХ
Основным предположением в теории фракталь-
ного рынка служит предположение о самоподобии 
динамических ценовых рядов активов. Ценовая 
динамика активов финансового рынка моделиру-
ется, как правило, с использованием самоподоб-
ных процессов. В пользу этого свидетельствуют 
статистические наблюдения и экономические ар-
гументы [17].
Самоподобие является следствием присутствия 
на рынке большого числа участников с различными 
инвестиционными горизонтами и оперирующих 
в одинаковых условиях. Более того, на своих инве-
стиционных горизонтах участники рынка действуют 
сходным образом, что обеспечивает своеобразную 
инвариантность характеристик рынка относитель-
но временного масштаба использования активов. 
Статистической характеристикой масштабной ин-
вариантности служит показатель Херста H [17], зна-
чение которого находится в промежутке от нуля до 
единицы. Для броуновского движения, лежащего 
в основании классических моделей волатильно-
го рынка, значение показателя Херста равно 0,5. 
Если значение H находится в промежутке от 0,5 до 
1, временной ряд ценовой характеристики активов 
является персистентным (трендоустойчивым); если 
H находится в промежутке от 0 до 0,5, временной 
ряд является антиперсистентным и демонстрирует 
свойство возврата к среднему значению.
Математический аппарат описания самоподоб-
ных случайных процессов предложен А. Н. Колмого-
ровым. Разработка на этой основе методов получе-
ния точных числовых прогнозов рынка, связанных 
с процессами ценообразования активов, ведется 
уже около полувека, однако решающих результатов 
типа модели Блэка-Шоулза до сих пор получить не 
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удалось. Причина в том, что использование фрак-
тального броуновского движения для моделирова-
ния ценообразования активов на фондовом рынке 
сталкивается с необходимостью решения трудной 
задачи. В отличие от классического математического 
моделирования, в моделях, основанных на фракталь-
ном броуновском движении, имеются арбитражные 
возможности, которые не поддаются описанию ра-
циональной теорией ценообразования.
Среди исследователей в течение долгого времени 
доминировало убеждение, что наличие арбитражных 
возможностей неразрывно связано с автокорреляцией 
и памятью финансовых временных рядов. Более глубо-
кое проникновение в математику фрактального рынка 
показывает, что безарбитражность, автокорреляция 
и самоподобие обусловлены разными факторами. 
В [18] приведены примеры гауссовых случайных про-
цессов, которые обладают такой же долговременной 
памятью, как и процессы, основанные на фрактальном 
броуновском движении с показателем Херста больше 
0,5, и в то же время ведут к безарбитражным моделям 
рынка. Заметим, что для построения ценовой модели 
в [18] была использована идея скользящего среднего, 
что удачно увязывает математический аппарат с по-
нятными финансисту реалиями рынка.
Тем не менее большинству исследователей пред-
ставляется более перспективным использование для 
построения рыночной модели именно фрактального 
броуновского движения. Обойти проблему с наличи-
ем арбитражных возможностей помогает замена ин-
тегрирования по Ито интегрированием по Вику [19, 
20]. Практика показала, что до настоящего времени 
для модифицированного интегрирования не удалось 
найти убедительной экономической интерпрета-
ции, поэтому к использованию математического 
моделирования с использование интегрирования 
по Вику целесообразно относиться с осторожностью.
Решение задачи минимизации финансовых рисков 
с использованием математического моделирова-
ния ценовых показателей производных финансо-
вых инструментов может быть найдено на базе более 
полного учета особенностей торговли финансовыми 
инструментами на конкретном финансовом рынке. 
Фрактальный рынок с пропорциональными транзак-
ционными издержками является безарбитражным. 
Точное определение цены производных финансо-
вых инструментов на таком рынке принципиально 
невозможно, удается лишь более или менее точно 
установить границы цен, не допускающих арбитража. 
Однако теория фрактального рынка привлекательна 
для его участников в связи с возможностью ее ис-
пользования для минимизации финансовых рисков 
управления активами.
Классические прогнозные модели предполагают, 
что ценовая динамика рискового актива описывается 
случайным процессом с лежащим в его основе бро-
уновским движением. А именно, пусть ( )S t  —  цена 
рискового актива в момент времени t . Тогда до-
ходность за промежуток времени t∆  представима 
в следующем виде:
           
( ) ( )
( ) ( )
,
S t t S t
t W t
S t
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где 
2
2
µ+
σ
 —  ожидаемая доходность; σ  —  вола-
тильность доходности; ( ) ( ) ( );W t W t t W t∆ = +∆ −  
( )W t  —  так называемый винеровский случайный 
процесс (броуновское движение). Величина 
( )W t∆  считается нормально распределенной со 
средним значением ноль и дисперсией t∆ . При 
этом предполагается, что для разных значений t  
приращения ( )W t∆  независимы (если только 
временные интервалы не перекрываются).
Винеровские процессы относятся к классу са-
моподобных случайных процессов. В общем случае 
случайный рыночный процесс является самоподоб-
ным, если изменение временного масштаба при-
водит к изменению пространственного масштаба, 
а вероятностные характеристики процесса остаются 
неизменными. Более точно случайный процесс ( )X t , 
0t ≥ , называется самоподобным, если для всякого 
0a >  можно найти 0b >  так, что случайные про-
цессы ( )X at  и  ( )bX t  имеют одинаковые вероят-
ностные характеристики. Если к тому же параметр 
b  связан с параметром a  так, что Hb a=  для неко-
торой постоянной H  при всех 0a > , постоянную 
H  называют показателем Херста и говорят, что 
процесс самоподобный с показателем Херста H . Для 
винеровского процесса показатель Херста равен 0,5.
Если считать изменения доходности на непере-
секающихся временных интервалах независимыми, 
в моделях используются процессы Леви. Модели, 
основанные на процессах Леви, дают достаточно 
хорошую аппроксимацию реальных ценовых рядов, 
в ряде случаев гораздо лучшую, чем классические 
модели [21]. Их применение позволяет учесть такие 
особенности финансовых временных рядов, как 
асимметрия и тяжелые хвосты распределений ве-
роятности, и тем самым более адекватно оценивать 
риски (например, игнорирование тяжелых хвостов 
ведет к недооценке рисков, связанных с экстре-
мальными событиями). Достигается это за счет того, 
что процессы Леви определяются большим числом 
параметров, чем винеровские процессы. Как пра-
вило, используются четыре параметра. Два из них 
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в определенном смысле аналогичны параметрам 
винеровского процесса: µ  —  параметр положения 
(аналог среднего значения, которое у процесса Леви 
может быть и не определено); σ  —  параметр масшта-
ба (аналог среднего отклонения, которое у процесса 
Леви также может быть и не определено). Еще два 
параметра позволяют учесть особенности временных 
рядов, не улавливаемые винеровскими процессами: 
β  —  параметр скошенности (позволяет учитывать 
асимметрию, проявляющуюся в различиях меж-
ду распределениями вероятностей в зоне потерь 
и в зоне превышения ожиданий).
В работе [21] показано, что использование про-
цессов Леви для описания доходностей мировых 
фондовых индексов дает вполне удовлетворительные 
результаты. При этом удается учесть динамиче-
ские особенности финансовых рядов, ускользающие 
в классических моделях. Применительно к россий-
скому рынку получаются похожие результаты [22].
Важным свойством модели является ее прогно-
стическая способность. Для того чтобы модель могла 
считаться качественной и прогностически ценной, 
необходимо, чтобы она была достаточно устойчи-
ва относительно небольших колебаний исходных 
данных и относительно небольших сдвигов вдоль 
временной оси. В этом отношении увеличение числа 
параметров позволяет добиться более точной кали-
бровки на исторических данных, но устойчивость 
оценок оказывается проблематичной. Анализ данных 
показывает, что для периодов в 1–2 месяца хорошие 
результаты показывают модели с нормальным рас-
пределением. При продолжительности прогнозного 
периода более 200 дней, как классические модели, 
так и основанные на процессах Леви, оказывают-
ся не вполне надежными. Наконец, для периодов 
в 100–150 дней модели, основанные на процессах 
Леви, дают лучший результат [23].
Заметим, что применение неклассических моделей 
для российского рынка более существенно. Например, 
для индекса DJA распределения в соответствующих 
процессах Леви близки к нормальным, и те и другие 
согласуются с эмпирическими данными. Для индекса 
РТС это уже не так в связи с высокими транзакцион-
ными издержками (к ним мы относим и издержки, 
обусловленные недостаточной ликвидностью).
Основной пример самоподобного случайно-
го процесса с зависимыми приращениями дает 
фрактальное броуновское движение. Зависимость 
приращений позволяет моделировать с помощью 
фрактального броуновского движения процессы, 
обладающие долговременной памятью. Тем самым 
в рамках таких моделей находят объяснение явления, 
связанные с образованием трендов.
Применение моделей финансовых временных 
рядов, основанных на самоподобных процессах, 
сталкивается с принципиальными трудностями, 
независимо от того, о каких процессах идет речь: 
с зависимыми или с независимыми приращениями. 
Дело в том, что ценообразование в классической 
модели Блэка-Шоулза-Мертона базируется на том, 
что этой модели для ценовых случайных процес-
сов имеется эквивалентная мартингальная вероят-
ностная мера. Содержательно существование такой 
меры можно интерпретировать как существование 
в определенном смысле рационального прогноза, 
а цена производного инструмента определяется 
как бы с учетом этого прогноза относительно его 
будущих цен. В общем случае для самоподобных 
случайных процессов с независимыми прираще-
ниями имеется, вообще говоря, бесконечное семей-
ство «рациональных прогнозов». Соответственно 
появляется интервал цен, которые могут тракто-
ваться как «справедливые». В некоторых случаях, 
но далеко не всегда, можно оценить границы этих 
интервалов. Но зачастую эти границы оказываются 
малосодержательными. В моделях, использующих 
фрактальное броуновское движение, при показателе 
Херста, отличном от 0,5 «рациональный прогноз» 
(эквивалентная мартингальная мера) вообще от-
сутствует, и имеются арбитражные возможности. 
Строить модели ценообразования в рамках таких 
моделей можно только с учетом особенностей ре-
ального функционирования финансового рынка. 
К числу таких особенностей относятся транзакци-
онные издержки.
В классических моделях цена производного ин-
струмента определяется с помощью реплицирующих 
стратегий. При наличии транзакционных издержек 
точная репликация может оказаться слишком доро-
гой, и она заменяется приближенной, получаемой 
в результате решения задачи стохастического управ-
ления методами динамического программирования. 
Решение этой задачи во многих случаях оказывается 
слишком сложным (даже с учетом сегодняшних вы-
числительных мощностей). Упрощения достигаются 
за счет сужения класса допустимых инвестиционных 
стратегий, например реструктуризация портфеля 
может осуществляться только через фиксирован-
ные промежутки времени. В этом случае, применяя 
верхние и нижние хеджи, удается получить более 
или менее приемлемые оценки границ ценовых 
коридоров [24]. Принципиально важные результа-
ты получены в [25], где удалось получить оценки 
границ ценовых коридоров при достаточно общих 
предположениях. Авторам удалось связать объемы 
торгов, ликвидность и динамические параметры 
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ценового движения и получить оценки, позволя-
ющие строить оптимальные торговые стратегии 
[26]. Эти работы делают актуальным вопрос о более 
последовательном использовании в моделях так 
называемого рыночного времени. Технически это 
понятие использовалось во многих работах. Полу-
ченные в этих работах результаты открывают новые 
возможности для применения налога Тобина. Иссле-
дования, на наш взгляд, достаточно ясно указывают 
на то, что течение времени в моделях финансовых 
рынков целесообразно увязывать с финансовыми 
событиями, а не только с вращением Земли вокруг 
Солнца [25, 26].
Отметим, что при прогнозировании ценовой ди-
намики активов в целях управления финансовыми 
рисками в сложных условиях рынка перспективным 
является использование фрактального метода мо-
делирования.
ФРАКТАЛЬНОЕ БРОУНОВСКОЕ 
ДВИЖЕНИЕ И МОДЕЛИ РЫНКА
Формально фрактальное броуновское движение 
с индексом Херста H , 0 1H< <  —  это случайный 
процесс ( ){ }HB t , где случайные величины ( )HB t  
распределены нормально для всех моментов вре-
мени t  и при этом ( )0 0HB = , среднее значение 
( )HB t  равно нулю для любого t , а ковариация 
( )HB t  и  ( )HB s  имеет следующий вид:
  
( ) ( ) ( )22 21 .2
HH H H HE B t B s t s t s  = + − −    (2)
Эквивалентным образом можно считать, что ди-
сперсия ( )HB t  пропорциональна 2Ht  (в случае ви-
неровского процесса дисперсия пропорциональна t ).
Траектория фрактального броуновского движе-
ния является фрактальным объектом, имеющим 
фрактальную размерность 2D H= − .
Используя фрактальное броуновское движение, 
можно строить модели рынка, которые обладают 
многими важными свойствами, проявление которых 
демонстрируют реальные рынки. Будем для кратко-
сти называть такие модели фрактальными рынками.
Одной из наиболее важных и изучаемых явля-
ется модель, аналогичная классической (1), в кото-
рой динамика цены рискового актива описывается 
уравнением вида
         
( ) ( )
( ) ( )
.H
S t t S t
t B t
S t
+∆ −
= µ∆ +σ∆  (3)
Поведение автоковариационной функции до-
ходности с лагом τ  подобно поведению функции 
( ) 2 22 2 1 HH H −− τ  (мы берем период, равный еди-
нице). При всех значениях показателя Херста ав-
токорреляция стремится к нулю с увеличением 
временного лага.
При 0,5H >  автокорреляция положительная 
и спадает тем медленнее, чем больше значение H . 
Например, при 0,8H =  автокорреляция остается 
достаточно заметной (примерно 0,2) даже при 10.τ =  
Этот случай соответствует персистентности.
При 0,5H <  автокорреляция становится отрица-
тельной при 1τ < , достигает минимального значения 
и затем с увеличением лага стремится к нулю. Этот 
случай соответствует антиперсистентности.
Эти свойства показателя Херста связаны с кри-
зисными явлениями. Эмпирические наблюдения 
позволяют сделать вывод о том, что снижение фрак-
тальной размерности ценовой траектории пред-
шествует большим изменениям на рынках. В [27] 
проведен анализ фрактальных характеристик рынков 
в период до 2014 г. С учетом этого становится акту-
альной задача изучения динамики показателя Херста. 
Этой проблеме посвящены работы [28, 29], в которых 
введено и изучено понятие индекса фрактальности 
µ , связанного с показателем Херста соотношением 
1 .H ≈ −µ
Динамика индекса фрактальности допускает 
статистически достоверное описание и, благодаря 
этому, может использоваться для прогнозирования. 
Перспективные эконометрические подходы к описа-
нию динамики показателя Херста предложены в [30].
ИНДЕКС ФРАКТАЛЬНОСТИ
Величины, характеризующие фрактальную струк-
туру рынка, используются для моделирования во-
латильности. Цена актива рассматривается как не-
прерывный случайный процесс. В качестве меры 
волатильности на промежутке длины δ  использу-
ется амплитуда ( ) ( ) ( )A h lδ = δ − δ , где ( )h δ  —  мак-
симальная, а  ( )l δ  —  минимальная цена на этом 
промежутке.
Выбираются два значения 0δ  и  cδ , причем 
0c nδ = δ . Величина cδ  обычно называется харак-
терным масштабом. В момент времени t  рассма-
тривается промежуток [ ],ct t−δ . Пусть δ  —  делитель 
характерного масштаба и кратное минимального. 
Тогда на отрезке имеется /cδ δ  примыкающих про-
межутков. Сумма амплитуд на этих промежутках 
обозначается ( )V δ . Рассматривается регрессия
            
( ) ( )log log .V = α−µδ δ  (4)
В [28] показано, что регрессия (4) имеет очень вы-
сокий коэффициент детерминации, почти совпада-
ющий с единицей, в достаточно широком диапазоне 
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(авторы рассматривали соотношение характерного 
и минимального масштаба от 8 до 1024). Таким обра-
зом, оценка µ  практически не зависит от выбора 
делителей, и можно рассматривать динамические 
величины ( )0, , ctµ δ δ  и  ( )0, , ctα δ δ . Как правило, 
0 1δ = , и динамические величины обозначаются 
( )
c
tδµ  и  ( )c tδα .
Функция µ  (в отличие от α ) не зависит от осно-
вания логарифма в равенстве (4) и является вну-
тренней характеристикой фрактальной структуры 
финансового ряда. В [28] величину µ  называют 
индексом фрактальности. При стремлении мини-
мального масштаба к нулю индекс фрактальности 
стремится к величине 1D − , где D  —  фрактальная 
размерность случайного процесса цен. При этом 
стремление оказывается очень быстрым (быстрый 
выход на асимптотику), что позволяет оценивать 
фрактальную размерность с помощью достаточно 
малого количества наблюдений.
Как следствие очень высокого коэффициента 
детерминации регрессии (4) можно использовать 
упрощенные оценки параметров 0µ , 0α  (в предпо-
ложении 0 1δ = ):
( ) ( )0log logc cs cV Vδ δµ = δ − δ ; ( )0log .cs Vδα = δ   (5)
что дает разложение волатильности на характер-
ном масштабе:
        
( )log .
c c s s
Vδ δ = α −µ ≈ α−µ   (6)
ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ФРАКТАЛЬНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК ДЛЯ 
ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ВОЛАТИЛЬНОСТИ
В работе [29] рассматриваются регрессионные 
модели составляющих волатильности α  и µ , ко-
торые могут быть использованы для прогнозиро-
вания будущих динамик волатильности валютно-
го рынка. При этом следует отметить: в то время, 
как в большинстве моделей предсказывается само 
будущее значение, но, как правило, на достаточно 
короткий интервал, фрактальная модель позволяет 
прогнозировать только направление роста величин 
α  и µ , но на достаточно длинный интервал (от од-
ного до восьми месяцев).
Для построения эконометрической модели ис-
пользуется эмпирический факт: функция ( )tµ  имеет 
достаточно четко выраженную квазициклическую 
структуру (рис. 1). Следует заметить, что квазици-
кличность фрактальных характеристик (в частнос-
ти, самого динамического ряда Херста) отмечалась 
и обсуждалась на качественном уровне и ранее [1, 
2]. Поскольку величина µ  обладает гораздо более 
быстрой асимптотикой, чем оценка R/S-анализа, 
естественно ожидать, что квазицикличность функции 
( )tµ  оказывается более выраженной.
Таким образом, для моделирования индекса фрак-
тальности логично использовать периодические 
функции:
     
 ( ) ( ) ( )
1
sin cos .
k
i i i i
i
t a t b t
=
 µ = ω + ω ∑   (7)
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Рис. 1 / Fig. 1. График функции ( )tµ  / Graph of ( )tµ
Источник / Source: составлено авторами / compiled by the authors.
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Соответствующая (7) эконометрическая модель 
строится следующим образом. Рассматривается 
уравнение
      
( ) ( ) ( ) ( )1 2sin cos .t x b t b t tµ = + ω + ω + ε  (8)
Частота ω  пробегает значения от 0 до 0,1 с ша-
гом 0,0001. Для каждого значения ω  определя-
ется коэффициент детерминации регрессии (8). 
Полученная при этом функция ( )2R ω  имеет четко 
выраженные экстремумы. Ее можно получать для 
любого отрезка временного ряда [ ]0 1,T T . Типич-
ный график представлен на рис. 2.
Наименьший максимум, имеющий наи-
большее значение коэффициента детермина-
ции, —  это главная, трендовая частота. Кроме 
нее, имеются частоты квазициклов —  обычно 
их три-четыре.
Таким образом, и экстремальные частоты, 
и соответствующие им значения коэффициен-
тов детерминации оказываются функциями от 
двух параметров: 0T  —  начальной точки и дли-
ны 1 0T T∆ = −  интервала, на котором строится 
эконометрическая модель (ширины окна). При 
этом картина, изображенная на рис. 2, на боль-
ших интервалах значений параметров 0T , ∆  не 
изменяется качественно и мало изменяется коли-
чественно, что подтверждает квазицикличность 
структуры. В то же время при некоторых значе-
ниях 0T  происходят фазовые переходы. Главная 
трендовая частота в (8) раздваивается с последу-
ющим «перетеканием» —  затуханием исходного 
«горба» и нарастанием нового.
Эти идеи были использованы в [30] для прогно-
зирования тенденций валютного курса рубля. При 
этом регрессии имели достаточно высокий коэф-
фициент детерминации: 2 ~ 0,7 0,75R ÷ . Бэктесты 
модели показали, что направление тенденции 
курса предсказывается верно в 60–70% случаев. 
Очень хорошо согласованной с моделью оказалась 
ситуация с кризисом 2008 г.
В [31, 32] приведены данные по изучению зна-
чений показателя Херста на фондовым рынке, 
основанные на анализе объемного статистическо-
го материала. Эти данные в целом подтверждают 
указанную закономерность. В связи с этим не 
может не настораживать увеличение значений 
показателя Херста в отечественном нефтяном 
 Рис. 2 / Fig. 2. График функции ( )2R ω  / Graph of ( )2R ω .
Источник / Source: составлено авторами / compiled by the authors.
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секторе, наблюдаемое в 2019 г. Достаточно ха-
рактерные для Российского фондового рынка 
значения показателя Херста, близкие к 0,6 (Аэро-
флот —  0,58–0,63; Газпром —  0,53–060; Сбербанк — 
0,57–0,64; Роснефть —  0,53–0,57 в 2014–2018 гг.) 
сменились в первой половине 2019 г. более вы-
сокими (Татнефть —  0,70; Сургутнефтегаз —  0,77; 
Роснефть —  0,72).
Сошлемся на исследование научной школы 
Университета Утрехта (Нидерланды), в кото-
рой приведены оценки «нормальных» значе-
ний показателя Херста для различных секторов: 
информационные технологии —  0,50–0,67; фи-
нансы —  0,38–0,62; сырьевой сектор —  0,38–0,63 
[33].
Важно отметить, что на фрактальном рын-
ке отсутствует мартингальная мера и, соответ-
ственно, имеются арбитражные возможности, 
что связано с особенностями интеграла Ито. 
В математическом плане исправить ситуацию 
прогнозирования ценовой динамики можно, 
применяя интегрирование по Вику [19]. Однако 
указанный способ интегрирования в настоя-
щее время не получил адекватной современным 
условиям рыночных отношений экономической 
интерпретации. Такой подход несложно поя-
снить, используя дискретную аппроксимацию 
фрактального броуновского движения, которая 
служит основным инструментом для проведения 
расчетов. Приведем краткое описание дискретной 
аппроксимации.
Пусть временной промежуток [ ]0;T  разбит 
на n  равных интервалов. Для каждого n  можно 
вычислить коэффициенты ( ),
n
l ik , 1, ,l n= … , 1, , ,i l= …  
так, что суммы
    
( ) ( ),
1
,
l
nH
l i i
i
B t k
=
≈ ξ∑   (9)
где 
iξ  —  случайные величины, принимающие 
одно из двух значений { }1;1 ,−  аппроксимируют 
значения ( )HB t  при значениях Tt l
n
= ⋅  на про-
межутке [ ]0;T .
Тогда
    
( ) ( )1, 1 1 1, ,
1
l
H
l l l l i l i i
i
B t k k k+ + + +
=
∆ = ξ + − ξ∑   (10)
[мы опускаем индекс n  в обозначении ( )nk  из 
(9)]. Уравнение (10) позволяет при достаточно 
больших n  аппроксимировать цену рискового 
актива на фрактальном рынке.
Полагая Tt
n
∆ =  и  ( )0 0S S= , получаем:
  
             
( ) ( )0 11 11 ;S t S t k∆ = +µ∆ + ξ  (11)
( ) ( ) ( )( )2,2 2 2,1 1,1 12 1 ... .S t S t t k k k∆ = ∆ +µ∆ + ξ + − ξ  (12)
Интегрирование по Ито соответствует обыч-
ному умножению скобок. Интегрирование по 
Вику —  такому умножению, при котором слагае-
мые, содержащие 2iξ , отбрасываются. Например, 
при вычислении ( )2S t∆  должно быть отброше-
но слагаемое ( )11 2,1 1,1k k k− , получающееся при 
почленном перемножении (11) и (12) с учетом 
того, что 21 1.ξ = Содержательного экономически 
осмысленного объяснения того, почему такие 
слагаемые нужно отбрасывать, пока найти не 
удалось. Это заставляет относиться с некоторой 
осторожностью к результатам, полученным с ис-
пользованием интегрирования по Вику.
ВЫВОДЫ
Остановимся на результатах, связанных с це-
нообразованием на рынках с транзакционны-
ми издержками. В исследованиях [25, 34] уда-
лось найти подход к описанию оптимальных 
стратегий на рынках с транзакционными из-
держками.
При достаточно общих предположениях доля 
капитала, вложенного в рисковую компоненту, 
должна находиться внутри границ
         
2−
ρ−λ
π =
γσ
 и 
2
,+
ρ+λ
π =
γσ
  (13)
где ρ  —  избыточная доходность; γ  —  относи-
тельное неприятие риска; ε  —  спред между це-
нами спроса и предложения, а величина λ  име-
ет следующий вид:
      
( ) ( )
1/3
22 2 1/3
* *
3
1
4
O
 
λ = γσ π −π ε + ε γ 
  (14)
с * 2 .
ρ
π =
γσ
Например, расчеты по формулам (13) и (14) для 
обыкновенных акций Сбербанка в начале 2014 г. 
дали значения 45,6%−π = , 48,2%+π = . Премия за 
ликвидность, рассчитанная по методике из [25], 
оказалась равной 0,04%. Для менее привлека-
тельных и ликвидных активов границы покупки 
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и продажи оказывались существенно ниже, а пре-
мия за ликвидность резко возрастала. Например, 
для АКБ «Приморье» она составила 0,15%.
В последнее время значительное число иссле-
дований посвящено моделированию волатиль-
ности с помощью фрактального броуновского 
движения. В рамках построенных моделей удается 
объяснить эффекты кратковременной и долговре-
менной памяти, парадокс «улыбки волатильности» 
и некоторые другие особенности [35].
Получила распространение концепция раз-
мытой фрактальной волатильности (RFSV, Rough 
Fractional Stochastic Volatility) [36, 37]. Концеп-
ция RFSV обобщает модели со стохастической 
волатильностью, используемые уже более 20 лет 
(см. [38]). В стандартной модели стохастической 
волатильности, описываемой уравнениями
     
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1, ;dS t t S t dt t dW t
dt
= µ +σ  (15)
( )( ) ( )( ) ( ) ( )2ln ln ,d t k t dt dW tσ = θ− σ + γ   (16)
предлагается использовать вместо винеровско-
го процесса ( ) ( )2W t  фрактальное броуновское 
движение.
Исследования в этом направлении были стиму-
лированы тем, что эмпирически выявлена устой-
чивая закономерность: динамика волатильности 
имеет фрактальный характер, показатель Херста 
процесса ( ) ( )2W t  равен 0,1 для инструментов 
фиксированной доходности. Такой показатель 
Херста соответствует очень высокой изменчи-
вости волатильности с тенденцией возврата к ее 
средним значениям. Это наблюдение позволяет 
значительно улучшить прогнозы волатильности, 
и, что особенно важно, значительно точнее, чем 
при использовании других моделей, описать воз-
можные риски и подразумеваемую волатильность 
ценовой динамики активов. Предлагаемый подход 
перспективен также в формировании прогнозных 
моделей ценовой динамики активов производ-
ных финансовых инструментов [37]. Кроме того, 
параметры фрактальной волатильности демон-
стрируют предсказательную силу относительно 
экстремальных явлений в финансовой сфере. 
Примером может служить крах Lehman Brothers 
и других инвестиционных банков США в 2008 г., 
что явилось причиной глобального финансово-
экономического кризиса [36].
Представленное обоснование целесообразно-
сти использования фрактальных моделей ценовой 
динамики активов и их практическое примене-
ние в финансовой сфере может способствовать 
минимизации рисков и укреплению стабильного 
развития рыночных отношений.
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